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ͬ گیرد. نم تعلق نمرە ای دیͽر افراد پاسخ یا منابع از اسͺرین شات به باشد. شده نوشته شما خود توسط باید ارسالͬ پاسخ −
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مجاز تأخیر از روز سه سقف تا توانید مͬ تمرین هر در آن، بر علاوه دارید. فرصت ددلاین روز ۲۳:۵۹ ساعت تا تمرین هر ارسال برای −
کنید. استفاده خود باقیماندە ی

نمره) ۳۰) تخمینگر واریانس :۱ سوال

Ⅿonte− تخمین از عددی های روش با حل یا ریاضͬ محاسبات انجام جای به توان مͬ ،X تصادفͬ متغیر از تابع ͷی ریاضͬ امید محاسبه برای
مͬ تخمین را نظر مورد ریاضͬ امید ها نمونه میانگین محاسبه و X توزیع از iiⅾ های متغیر از دنباله ͷی تولید با روش این کرد. استفاده Ⅽarⅼo

زند.
و W ریاضͬ امید تفاوت را θ پارامتر برای W تخمینگر ͷی بایاس است. واریانس و بایاس ای، نقطه های تخمینگر توجه مورد خواص از تا دو

یعنͬ: سنجد. مͬ ها تخمین میانگین از را ها تخمین پراکندگͬ میزان نیز تخمینگر ͷی واریانس میͺنیم. تعریف θ واقعͬ مقدار

Biasθ(W ) = Eθ[W ]− θ

V arθ(W ) = Eθ[(W − Eθ[W ])2]

دهید: نشان باشد. Eθ[(W − θ)2] یعنͬ خطا مربعات میانگین تواند مͬ ها تخمینگر ارزیابی برای معیار ͷی (آ)

MSE(W, θ) = Eθ[(W − θ)2] = V arθ(W ) + (Biasθ(W ))2

داشته کم) (واریانس مناسب Preⅽision هم و کم) (بایاس بالا Aⅽⅽuraⅽy هم باید باشد داشته کمͬ خطای اینکه برای تخمینگر ͷی یعنͬ
باشد.

یعنͬ: Ⅿonte Ⅽarⅼo تخمینگر دهید نشان (ب)

θ̂n =
1

n

∑
f(Xi) where Xi

iid∼ P (X)

است θ = E[f(X)] برای بایاس بدون تخمینگر ͷی

کنید. محاسبه [۰،۴] ی بازه روی یͺنواخت توزیع فرض با را ریاضͬ امید f2(x) = (x/4)10 و f1(x) = 1 + (x/2)2 تابع دو برای (ج)
و کرده مقایسه را ها تخمین واریانس و بایاس کند. محاسبه را EP [f2(x)] و EP [f1(x)] نمونه ۱۰۰ با که بنویسید کوتاه برنامه ͷی سپس

نیست) کد تحویل به (نیازی دهید. توضیح را علت تفاوت صورت در

نمونه q مانند دیͽری توزیع از p توزیع از iiⅾ های نمونه تولید جای به EP [f(x)] محاسبه برای Ⅿonte Ⅽarⅼo تخمینگر کنید فرض حال (د)
آورید. بدست را اولیه تخمینگر با جدید تخمینگر واریانس تفاوت است. بایاس بدون تخمینگر ͷی Eq[

p(x)
q(x) ∗f(x)] دهید نشان کند. تولید

است معتبر احتمالاتͬ توزیع ͷی f توابع ی همه ازای به توزیع این آیا ؟ بود خواهد کمینه جدید تخمینگر واریانس ای q(x) توزیع چه ازای به (ه)
دارد. ممͺن q(x) های توزیع ازای به را واریانس کمترین جدید تخمینگر باشد p(x)|f(x)| با ”متناسب” q(x) توزیع اگر دهید نشان ؟

۱



اصلͬ توزیع احتمال کم نقاط در که باشد توزیع از هایی پارامتر تخمین واریانس کاهش تواند مͬ جدید تخمینگر مهم کاربرد ͷی (امتیازی) (و)
شود. مͬ بررسͬ نواحͬ آن از کمͬ مشاهدات ساده Ⅽarⅼo Ⅿonte تخمینگر در نتیجه در و هستند

مشͺل بزنیم. تخمین را p = P (X > 5) پارامتر خواهیم مͬ کنید فرض بͽیرید. نظر در را P استاندارد نرمال توزیع با X تصادفͬ متغیر
واریانس شود. تولید P (X > 5) با هایی داده تا شود گرفته نمونه باید زیادی بسیار تعداد کارلو مونته تخمینگر در که است این اصلͬ

کنید. مقایسه Q(x) ی ثانویه توزیع با تخمینگری واریانس با تقریبی صورت به را P (x) توزیع با IX>5 کارلو مونته تخمینگر

Q(x) =

{
e−(x−5) x ≥ 5

0 eⅼse
(۱)

نمره) ۳۰) مارکوف ی زنجیره :۲ سوال

مجموعه مقادیر که ,X0است X1, X2, ... تصادفͬ متغیر شمارایی تعداد و S حالات مجموعه ͷی از متشͺل تصادفͬ فرآیند ͷی مارکوف زنجیره ͷی
دارند: را زیر خاصیت و گیرند مͬ خود به را S

P (Xn = sn|Xn−1 = sn−1, ..., X0 = s0) = P (Xn = sn|Xn−1 = sn−1)

است. فرآیند ای مرحله n گذار ماتریس نیز (n توان به P (ماتریس P (n) و شود مͬ گفته نیز فرآیند گذار ماتریس P به

شود. مͬ مشخص P (n) گذار ماتریس و حالات اولیه توزیع توسط یͺتا طور به n زمان هر در حالات توزیع دهید نشان (آ)

یعنͬ: دارد بستگͬ مشاهده آخرین به قبلͬ دسترس در مشاهدات به توجه با زمان هر در مارکوف تصادفͬ متغیر توزیع تر کلͬ طور به دهید نشان (ب)

P (Xt1+t2|XF1
, XF2

, ..., XFn
) = P (Xt1+t2|Xmax(Fi)) where F ⊂ {1, 2, ..., t1}

داریم: باشد متناهͬ حالات مجوعه اگر دهید نشان (ج)
P (n+m) = P (n)P (m)

توزیع باشد داشته خاصͬ شرایط مارکوف فرآیند اگر است. نهایت بی در ها استیت توزیع مارکوف، های زنجیره توجه مورد خواص از ͬͺی (د)
یعنͬ: شد خواهد همͽرا (πss) پایا حالت توزیع ͷی به ها استیت

lim
n→∞

P (0)P (n) = πss

کرد: خواهد صدق زیر معادله در پایا حالت توزیع طبیعتا و

πssP = πss

جدیدی مارکوف ی زنجیره اگر بͽیرید. نظر در را π1, ..., πn پایای حالت های توزیع و P1 و...و Pn گذار های ماتریس با مارکوف زنجیره n
مارکوف زنجیره مدت بلند رفتار نباشد یͺتا پایا حالت توزیع اگر ؟ است (هایی) توزیع چه آن پایای حالت توزیع بسازیم، زیر گذار ماتریس با

شود؟ مͬ تعیین عاملͬ چه توسط
P1 0 . . . 0
0 P2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . Pn


اگر: دارد نام فرآیند حدی توزیع حالات فضای روی πl توزیع (امتیازی) (ه)

lim
n→∞

P
(n)
i,j = πl(j) ∀i, j

باشد. داشته وجود بالا حد ها i،j تمامͬ ازای به باید باشد داشته وجود حدی توزیع اینکه برای

باشد داشته وجود حدی توزیع اگر دهید نشان همچنین باشد. مͬ نیز پایا حالت توزیع باشد فرآیند حدی توزیع π توزیع ͷی اگر دهید نشان
کنید). استفاده (ج) قسمت معادله از (راهنمایی: ندارد مارکوف زنجیره مدت بلند رفتار بر تاثیری حالات اولیه توزیع

۲



نمره) ۲۷) اطلاعات نظریه :۳ سوال

دارد. همخوانͬ اطلاعات مفهوم با شهودی لحاظ از آن خواص از بسیاری که شود مͬ تعریف انتروپی نام به متغیری احتمالاتͬ توزیع ͷی برای
متغیر ͷی از ما مشاهدات چه هر گفت توان مͬ مثال طور به کرد. استفاده انتروپی توان مͬ نیز توزیع ͷی قطعیت عدم میزان بررسͬ برای همچنین
های متغیر به تعمیم قابل مفاهیم (این گسسته تصادفͬ های متغیر انتروپی است. بیشتر متغیر این قطعیت عدم بدهد، ما به کمتری اطلاعات تصادفͬ

شود: مͬ تعریف زیر شͺل به کنیم) مͬ استفاده گسسته متغیر از سادگͬ برای اما باشند مͬ نیز پیوسته

H(X) = −
∑
x

P (x) logP (x)

H(X1, ..., Xn) = −
∑

(x1,...,xn)

P (x1, ..., xn) logP (x1, ..., xn)

H(X) ≥ 0 دهید نشان (آ)

محاسبه را آن انتروپی است؟ کدام دارد را قطعیت عدم بیشترین که توزیعͬ X مجموعه ͷی روی ممͺن های توزیع بین از شهودی طور به (ب)
کنید.

شود: مͬ تعریف زیر شͺل به نیز شرطͬ انتروپی (ج)

H(X|Y ) = −
∑
x,y

p(x, y) log p(x|y)

دهید: نشان
H(X,Y ) = H(X) +H(Y |X) = H(Y ) +H(X|Y )

شود: مͬ تعریف زیر شͺل به Q و P توزیع دو برای که است KⅬ فاصله یا نسبی انتروپی توزیع دو بین اطلاعات میزان مقایسه برای ابزار ͷی (د)

DKL(P ||Q) =
∑
x

P (x) log(
P (x)

Q(x)
)

باشند. یͺسان توزیع دو که شود مͬ صفر زمانͬ تنها و است نامنفͬ کمیتͬ توزیع دو نسبی انتروپی که دهید نشان ینسن نامساوی ͷکم به ابتدا

X گسسته مجموعه روی توزیع ͷی انتروپی برای بالا حد ͷی اید زده حدس (ب) قسمت در که توزیعͬ و قبل قسمت نتایج ͷکم به سپس (ه)
رسد. مͬ انتروپی این به توزیع ͷی تنها دهید نشان و آورده بدست

به را Y و X تصادفͬ متغیر دو متقابل اطلاعات است. برخوردار ای ویژه اهمیت از خاص نسبی انتروپی نوع ͷی تصادفͬ متغیر دو برای (و)
میͺنیم. تعریف زیر شͺل

I(X;Y ) = DKL(P (X,Y ) || P (X)P (Y ))

I(X;Y |Z) = DKL(P (X,Y |Z) || P (X|Z)P (Y |Z))

آن انتروپی جدید) (اطلاعات دیͽری تصادفͬ متغیر اساس بر تصادفͬ متغیر ͷی کردن شرطͬ که دهید نشان متقابل اطلاعات معیار ͷکم به (ز)
دهد. نمͬ افزایش را

کنید: بیان نیز را تساوی شرط و کنید ثابت را زیر های نامساوی (ح)

I(X,Y ;Z) ≥ I(X;Z) .۱

H(X,Y |Z) ≥ H(X|Z) .۲

افزایش یا کاهش را متقابل اطلاعات تواند مͬ جدید) (اطلاعات دیͽر متغیر ͷی اساس بر کردن کردن شرطͬ انتروپی، خلاف بر (امتیازی) (ط)
آنها: تحت که بزنید مثال P(X،Y،Z) مشترک های توزیع باشند باینری تصادفͬ های متغیر X،YوZ اگر دهد.

I(X;Y |Z) = 1 و I(X;Y ) = 0 .۱

I(X;Y |Z) = 0 و I(X;Y ) = 1 .۲

۳



نمره) ۳۳) نهان های متغیر و احتمالاتͬ های مدل :۴ سوال

است. نمایی درست بیشینه تخمین معادل ها داده تجربی توزیع با KⅬ مدل توزیع فاصله کردن کمینه دهید نشان (آ)

θ های پارامتر با نامعلوم توزیع ͷی از X کنید فرض بͽیرید. نظر در را Z نهان های متغیر و X مشاهده قابل های متغیر با احتمالاتͬ مدل (ب)
آید. مͬ بدست

است: برقرار لایͺلیهود تابع برای زیر پایین باند Q(Z) دلخواه فرضͬ توزیع هر برای دهید نشان ینسن نامساوی از استفاده با

l(θ;X) = logPθ(X) ≥ L[θ,Q] = EQ(Z)[logPθ(X,Z)] +H[Q]

شد خواهد کمینه آن پایین باند و لایͺلیهود تابع فاصله Q(Z) = Pθ(Z|X) انتخاب با دهید نشان (ج)

و کند مͬ محاسبه را Pθ(Z|X) توزیع θt های پارامتر با ابتدا مرحله هر در بالا نتیجه به توجه با Expeⅽtation−Ⅿaxiⅿization روش (د)
تابع بیشینه همان الͽوریتم این تعادل نقطه میͺند. آپدیت θt+1 به را ها پارامتر پایین باند کردن بیشینه با آمده بدست توزیع به توجه با سپس

است. لایͺلیهود
نباشد. محاسبه قابل Pθ(Z|X) توزیع است ممͺن چرا که دهید توضیح بیز قانون از استفاده با

توان مͬ را (ج) قسمت پایین باند که دهید نشان ابتدا زد. تخمین Qϕ(Z|X) توزیع با نیز را Pθ(Z|X) توزیع توان مͬ مشͺل این حل برای (ه)
کرد: بازنویسͬ زیر صورت به

L[θ, ϕ] = EQϕ(Z|X)[logPθ(X|Z)]−DKL(Qϕ(Z|X) || Pθ(Z))

افزایش باعث اول عبارت سازی بهینه دهید. توضیخ را VAE آموزش مراحل خلاصه طور به است. ها VAE آموزش اساس پایین باند این (و)
؟ چیست مفهومͬ نظر از دوم عبارت کردن بیشینه اثر شود. مͬ آنها پنهان یازنمایی روی از ورودی تصاویر بازسازی قدرت

کنید: بازنویسͬ زیر صورت به را پایین پاند دیͽر یͺبار (ز)

L[θ, ϕ] = EQϕ(Z|X)[logPθ(X|Z)]−DKL(Qϕ(Z) || Pθ(Z))− IQϕ
(X;Z)

سوم و دوم ترم مفهومͬ بررسͬ با سپس کنید. ذکر خلاصه صورت به و مطالعه را ها VAE آموزش در رایج مشͺلات از تعدادی (امتیازی) (ح)
کنید. توجیه را شده ذکر مشͺلات کنید سعͬ یͺدیͽر با دو این مقایسه و بالا عبارت

۴


