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نمره) ۲۰) اطلاعات نظریه (نظری) :۱ سوال

ͬ شود. م استفاده آن از توزیع ͷی قطعیت عدم بررسͬ برای که شود مͬ تعریف زیر شͺل به آنتروپی اسم به متغیری احتمال توزیع ͷی برای

H(x) = −
∑
x

P (x)logP (x)

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به P،Q توزیع دو برای و است نسبی آنتروپی توزیع دو بین اطلاعات میزان مقایسه برای ابزارها از ͬͺی همچنین

DKL(P,Q) = −
∑
x

P (x)log(
P (X)

Q(x)
)

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به نیز Y و X تصادفͬ متغیر دو متقابل اطلاعات

I(X;Y ) = H(X)−H(X|Y )

I(X;Y |Z) = H(X|Z)−H(X|Y, Z)

دهید: پاسخ زیر سوال های به دادەشده اطلاعات به توجه با حال
باشد: برقرار زیر نامساوی های از ͷی هر که بیاورید مثالͬ X،Y،Z تصادفͬ متغیرهای الف)برای

I(X;Y | Z) < I(X;Y ) (۱
I(X;Y | Z) > I(X;Y ) (۲

دهید توضیح را ͬ شود م تبدیل مساوی به نامساوی که شرایطͬ و ثابت را زیر نامساوی  از ͷی هر ب)
H(X,Y, Z) − H(X,Y ) ≤ H(X,Z) −H(X) ( ۱
I(X;Z|Y ) ≥ I(Z;Y |X)− I(Z;Y ) + I(X;Z) (۲

این در تنهایی به شما دارد. قرار دورافتاده جزیره ͷی در که هستید افسانەای گنجͬ جستجوی در که هستید ماجراجو ͷی شما کنید فرض ج)
برای A،B،Ⅽ،Ⅾ مسیر چهار کنید انتخاب را بهینه مسیر ͬ شوند، م منتهͬ گنج به که مختلفͬ مسیرهای بین از باید و ͬ کنید م شرکت ماجراجویی
هر اینکه احتمال حال پاداش دریافت و a مسیر انتخاب از نداریم.پس بهینه اکشن خصوص در اطلاعاتͬ هیچ ابتدا در دارد. وجود گنج به رسیدن

ͬ کند: م پیدا تغییر زیر صورت به باشد بهینه مسیر مسیرها از کدام

P (Z = A|Y = y) =
1

1 + e−0.5(y−5)

P (Z = B|Y = y) =
1− P (Z = A|Y = y)

2

P (Z = C|Y = y) =
1− P (Z = A|Y = y)

6

P (Z = D|Y = y) =
1− P (Z = A|Y = y)

3

۱



I(Z;Y ) مقدار شود. مͬ دریافت a عمل آن انجام از پس که است پاداشͬ میزان Y از منظور و باشد بهینه اکشن Z متغیر از منظور کنید فرض (۱
بͽیرید نظر در را دلخواه y توزیع تابع ͬ توانید م کنید محاسبه را

دارد؟ مفهمومͬ چه باشد ͷکوچ یا بزرگ آن مقدار که صورتͬ در چیست؟ دهنده نشان مساله این در I(Y ;Z) (۲
زیر رابطه کنید ثابت و بͽیرید نظر در p(x, y, z) صورت به را متغیر سه این توام توزیع تابع حال باشند تصادفͬ متغیر سه X،Y،Z کنید فرض د)

ͬ گردد م صفر برابر DKL(p(x, y, z)||p(x)p(y)p(z)) مقدار شرایطͬ چه در کنید بررسͬ همچنین است. برقرار

DKL(p(x, y, z)||p(x)p(y)p(z)) = −H(X,Y, Z) +H(X) +H(Y ) +H(Z)

کنید: ثابت باشند مارکوف زنجیره ͷی X1 → X2 → X3 → X4 کنید فرض ه)

I(X1;X3) + I(X2;X4) ≤ I(X1;X4) + I(X2;X3)

پاسخ:
آنگاه: باشد Z = Y و Y = X کنید فرض همچنین باشد. یͺنواخت باینری تصادفͬ متغیر ͷی نیز X آن در که بͽیرید نظر در را حالتͬ

I (X;Y ) = H (X)−H (X|Y ) = H (X) = 1

I (X;Y |Z) = H (X|Z)−H (X|Y, Z) = 0

آنگاه: Z=X+Y و باشند یͺدیͽر از مستقل و یͺنواخت باینری متغیرتصادفͬ ͷی هردو Y ، X کنید فرض (b

I (X;Y ) = 0

I (X;Y |Z) = H (X|Z) = 0.5

ب)
بنویسیم: را زیر رابطه توانیم مͬ (۱

H(X,Y, Z)−H(X,Y ) = H(Z|X,Y ) = H(Z|X)− I(Y ;Z|X) ≤ H(Z|X) = H(X,Z)−H(X)

باشد. صفر I(Y؛Z|X)=۰ که شود مͬ تبدیل مساوی به نامساوی حالتͬ در است مشخص و
است برقرار زیر نیزرابطه حالت این در (۲

I(X;Z|Y ) + I(Z;Y ) = I(X,Y ;Z) = I(Z;Y |X) + I(X;Z)

I(X;Z|Y ) = I(Z;Y |X)− I(Z;Y ) + I(X;Z)

دهیم. قرار ͬ دهد، م رخ برابر احتمال با کدام هر که {۵،۰،۱} صورت به مجموعه سه شامل را Y کار، راحتͬ برای ج)

I(Z;Y ) = H(Z)−H(Z|Y )

ͬ کنیم: م محاسبه را H(Z) ابتدا حال

H(Z) = −
∑
z

p(z) log p(z)

کنیم محاسبه را P(Z) است لازم

P (Z = A|Y = 0) = 0.075

P (Z = A|Y = 1) = 0.1192

P (Z = A|Y = 5) = 0.5

P (Z = A) = (0.5 + 0.075 + 0.1192)

(
1

3

)
= 0.2317

ͬ کنیم: م محاسبه نیز ها احتمال سایر ترتیب همین به

P (Z = B) = 0.38416

P (Z = C) = 0.1280

P (Z = D) = 0.2561

۲



شود: مͬ زیر مقدار برابر H(Z) حال

H(Z) = 0.9020

کنیم محاسبه را H(Z|Y) است لازم حال

H(Z|Y ) =
∑
y

P (y)H(Z|Y = y) = 1.7592

I(Z;Y ) = 0.1427

پاداش دانستن باشد، بزرگ I(Z;Y ) اگر ͬ دهد. م نشان را دریافتͬ پاداش براساس بهینه مسیر به نسبت آمده بدست اطلاعات میزان نیز I(Z;Y )
بالعکس. و ͬ دهد م ما به بهینه مسیر مورد در زیادی اطلاعات دریافتͬ

ͬ نویسیم م زیر صورت به را رابطه د)

D(p(x, y, z)||p(x)p(y)p(z)) = E

[
log

p (x, y, z)

p (x) p (y) p (z)

]
= E [log p(x, y, z)]− E [log p(x)]− E [log p(y)]− E [log p(z)]

= −H(X,Y, Z) +H(X) +H(Y ) +H(Z)

p(x،y،z)=p(x)p(y)p(z) که ͬ شود م صفر برابر شرایطͬ در تنها همچنین و
دهیم مͬ بسط زیر صورت به را روابط ه)

I(X1;X4) + I(X2;X3)− I(X1;X3)− I(X2;X4)

= H(X1)−H(X1|X4) +H(X2)−H(X2|X3)

− (H(X1)−H(X1|X3))− (H(X2)−H(X2|X4))

= H(X1|X3)−H(X1|X4) +H(X2|X4)−H(X2|X3)

= H(X1, X2|X3)−H(X2|X1, X3)−H(X1, X2|X4) +H(X2|X1, X4)

+H(X1, X2|X4)−H(X1|X2, X4)−H(X1, X2|X3) +H(X1|X2, X3)

= −H(X2|X1, X3) +H(X2|X1, X4)−H(X2|X1, X4)−H(X2|X1, X3, X4)

= I(X2;X3|X1, X4) ≥ 0

نمره) ۱۵) سازی بهینه (نظری) :۲ سوال

مقدار میخواهیم کنیم فرض کند. بیشینه یا کمینه مشخصͬ فضای روی را تابع ͷی مقدار که است نقاطͬ یا نقطه کردن پیدا سازی بهینه از هدف
کنیم کمینه را f تابع

x∗ = argminx∈Uf(x) (۱)

و باشد مͬ U مرزی نقاط ∂(U) که x∗ ∈ ∂(U) ∪ Cr(f, U) است، دار کران نیز U و است پذیر مشتق و دارد پایین کران f تابع اینکه فرض با
شود. مͬ صفر نقاط این در f مشتق که باشند مͬ U در f بحرانͬ نقاط Cr(f, U)

در ها آن بودن کمینه همچنان اما باشند. مͬ محلͬ کمینه شود مͬ معین مثبت ها آن در ۱ هسیان ماتریس مقدار که نقاطͬ بحرانͬ، نقاط تمام بین از
برای کمینه نقطه ͷی بحرانͬ نقطه هر f بودن محدب صورت در زیرا است. تر ساده محدب توابع برای موضوع این نیست. مشخص U فضای کل

است. f
کمینه را f(x) تابع خواهیم مͬ g(x) = 0 فرض با کنید فرض کرد. استفاده لاگرانژ ضرایب روش از توان مͬ نیز قید با سازی بهینه مسائل برای
در باشد. مͬ جدید معادله های جواب داخل اصلͬ مسئله جواب کنیم. حل را g(x) = 0 فرض با ∇f(x) = λ∇g(x) معادله کافیست کنیم.

شود. مͬ تبدیل f(x) + λg(x) قید بدون مسئله به اولیه مقید مسئله واقع
علاوه کنید فرض است. استوار دوگان مسئله نام به مفهومͬ پایه بر که است سازی بهینه مسائل حل برای روشͬ خاص حالت لاگزانژ ضرایب روش

دارند وجود نیز نابرابری صورت به قیدهایی برابر، قیدهای بر

min
x

f(x) s.t. gi(x) ≤ 0 , hj(x) = 0 (۲)

شود، مͬ تعریف زیر صورت به مسئله این دوگان

max
µ,λ

L(µ, λ) s.t. µ ≥ 0 (۳)

L(µ, λ) = inf
x

{
f(x) + µT g(x) + λTh(x)

}
(۴)

Hessian Matrix۱

۳



صورت در شود. نمͬ اصلͬ مسئله حل به منجر لزوما دوگان مسئله حل و دهد مͬ ارائه سازی بهینه اصلͬ تابع برای پایین کران ͷی دوگان عبارت
مقعر تابع ͷی L تابع که است این دوگان فرم های ویژگͬ از ͬͺی شود. مͬ اصلͬ مسئله جواب با معادل دوگان مسئله جواب KKT شرایط برقراری

باشد. مͬ تر ساده محدب تابع ͷی سازی کمینه همانند آن سازی بیشینه و است
برابری باشد. مͬ ۲ تغییرات حساب حوزه موضوع مسائلͬ چنین حل هستیم. بهینه توابع دنیال به بهینه نقاط کردن پیدا جای به سازی بهینه در گاهͬ

کند. مͬ معرفͬ تابع بودن بهینه برای لازم شرط ͷی اویلر لاگرانژ
y(x) برای است. پذیر مشتق دلخواه تابع ͷی F که است

∫
F (x, y, y′)dx کردن بیشینه یا کمینه هدف و است x از تابعͬ y = y(x) کنیم فرض

داریم، بهینه

d

dx

∂F

∂y′
=

∂F

∂y
(۵)

باشد. مͬ کمینه نقطه ͷی ، بحرانͬ نقطه هر ،f بودن محدب صورت در دهید نشان (آ)

بیابید. z = x+ y + 1 و z2 = x2 + y2 شرایط با را f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 تابع بیشینه و کمینه (ب)

کنید ثابت (ج)
L(µ, λ) ≤ min

x
f(x)

ندهد. رخ ای µ, λ هیچ برای برابری که دهید ارائه مثالͬ و

کنید، حل را زیر سازی بهینه مسئله (د)

min
x

{
−

n∑
i=1

log(αi + xi)

}
s.t. x ≥ 0, 1Tx = 1 (۶)

باشد، داشته مشخصͬ واریانس و میانگین که بیابید را ای پیوسته آنتروپی بیشینه با احتمال توزیع (ه)

argmaxP

{
−
∫

P (x) logP (x)dx

}
EP [X] = µ, VP (X) = σ2 (۷)

نمره) ۱۵) مارکوف زنجیره (نظری) :۳ سوال

این در ͬ باشد م دشوار آن ها در مشخص احتمال توزیع ͷی با برداری نمونه که است مسائلͬ در آن ها از استفاده مارکوف زنجیره کاربرد های از ͬͺی
ͬ کنیم. م بررسͬ را مسائل این از ͬͺی تمرین

دیͽر عبارتͬ به باشند داشته دسترسͬ یͺدیͽر به وضعیت ها تمامͬ که است این منظور است کاهش قابل غیر مارکوف زنجیره ͷی گوییم مͬ وقتͬ
باشد: برقرار زیر رابطه

∀i, j ∈ S ∃n ≥ 0 suⅽh that P (Xn = j |X0 = i) > 0

با است برابر حالت ͷی تناوب دوره دیͽر، زبان به باشد. k مضارب طول به i حالت به بازگشت مسیر هر اگر است k تناوب دوره دارای i حالت

k = gcd{n : Pr(Xn = i|X0 = i) > 0}

است تناوب بدون مارکوف زنجیره گوییم مͬ باشد ͷی برابر ها حالت تمام تناوب دوره که صورتͬ در حال
انگاه: باشد y ∈ N(x) و x ̸= y اگر y و x وضعیت هر ازای به آن در که بͽیرید نظر در را مارکوفͬ زنجیره الف)

.P(x,x) = 1− N(x)
M همچنین P(x,y) = 0 صورت این غیر در و P(x,y) = 1̸M

N(x): set of neighbors of x

M ≥ maxx∈Ω|N(x)|.

است. یͺنواخت توزیع ͷی مارکوف زنجیره این مانا۳ توزیع کنید ثابت باشد، تناوب بدون و کاهش غیرقابل مارکوف زنجیره این اگر حال
anصورت به هرکدام وزن که داریم اختیار در شͬ تعدادی مسئله این در بͽیرید. درنظر را پشتͬ کوله ͷی در مختلف حالت های تعداد شماردن مسئله ب)
(x1, x2, x3, . . . .xn) ∈ {0, 1}n صورت به بردارهایی تعداد تخمین هدف ͬ باشد. م b نیز پشتͬ کوله کل وزن و ͬ باشد م a1, a2, a3, . . . . . . ,

.
∑n

i=1 aixi < b که طوری
بردار ͷی یͺنواخت صورت به که کنیم مͬ عمل صورت این به مسئله این حل برای کنید فرض حال

Variational Calculus۲

stationary distribution۳

۴



کوله شرط آن در که حالت هایی تعداد . ͬ کنیم (م ( Nتکرار زیادی تعداد به را کار این و کرده انتخاب را (x1, x2, x3, . . . .xn) ∈ {0, 1}n

چه روش این ͬ گردانیم برم نهایی جواب عنوان به |P |×2n

N مقدار نهایت در نامیم. مͬ p را مجموعه این نام و شماریم مͬ را ͬ شود نم نقض پشتͬ
دارد؟ اشͺالͬ

(x1, x2, x3, . . . .xn) صورت این به را Xj وضعیت هر آن در که ͬ سازیم م زیر صورت به را مارکوفͬ زنجیره بالا مسئله برای کنید فرض حال ج)
ͬ کند م صفر را آن بود xi = 1 اگر : ͬ کند م انتخاب یͺنواخت صورت به را i ∈ [1, n] متغیر ͷی مارکوف زنجیره گام هر در حال ͬ کنیم. م تعریف
نقض پشتͬ کوله شرط xi کردن ͷی با که صورتͬ در حالت این در کند مͬ ͷی را آن باشد xi = 0 که صورتͬ در و ͬ رود م Xj + 1 حالت به و

Xj = X(j+1) صورت این غیر در و رود مͬ Xj + 1 حالت به نشود

است. یͺنواخت توزیعͬ صورت به مانا توزیع ͷی دارای مارکوف زنجیره این آن گاه
∑n

i=1 ai < b که صورتͬ در دهید نشان (۱

کرد. استفاده پشتͬ کوله مسئله برای حالات تعداد تخمین جهت مارکوف زنجیره این از ͬ توان م چͽونه دهید توضیح (۲

پاسخ:
π = (π0, . . . , πn) اگر ،P انتقالͬ ماتریس و وضعیت n با تناوب بدون و کاهش غیرقابل ، محدود مارکوف زنجیره ͷی در دهیم مͬ نشان اولا الف)

باشد: برقرار زیر رابطه i, j هر برای و
∑n

i=0 πi = 1 که باشد داشته وجود

πiP(i,j) = πjP(j,i)

باشد. مͬ مارکوف زنجیره این یͺتا و پایا توزیع π آنگاه
: اثبات

n∑
i=0

πiPi,j =

n∑
i=0

πjPj,i = πj

زنجیره در حال باشد. مارکوف زنجیره این یͺتا و پایا توزیع حتما باید π آنگاه کند مͬ صدق
∑n

i=0 πi = 1 و π = πP رابطه در π چون رو این از
آنگاه: πyπx = اگر x ̸= y برای مسئله صورت طبق شده بیان مارکوف

πxP(x,y) = πyP(y,x)

تناوب بدون و کاهش غیرقابل ، محدود مارکوف زنجیره اینکه به توجه با
∑n

i=0 πi = 1 که طوری باشد یͺنواخت توزیع ͷی π که صورتͬ در حال
ͬ باشد. م زنجیره این یͺتا و مانا توزیع π گفت توان مͬ آنگاه است

مسئله این جواب مشخص توزیع ͷی از آسانͬ به توان نمͬ و نیست مشخص مسئله این مختلف حالت های توزیع که است این روش این مشͺل ب)
حالتͬ در مثال، طور به باشد. مناسبی تخمین آمده بدست تخمین تا ͬ باشد م برداری نمونه نمایی تعداد به نیاز حالات برخͬ در و کرد برداری نمونه را
2n حدود عدد این تخمین برای و دارد وجود مسئله برای ممͺن جواب ͷی تنها باشد، 2b سایز دارای آیتم ها سایر و b− 1 سایز دارای آیتم ͷی که

است لازم برداری نمونه
گراف این در هایی X = (x1, x2, . . . ., xn) تنها کنیم، رسم را مارکوف زنجیره این معادل گراف اگر که است واضح P تعریف به توجه با ج)
xi = 1 آن در که بͽیرید نظر در را دارند اختلاف ام i بیت در تنها که Y و X گره دو اگر ͬ کنند. م ارضا را

∑n
i=1 aixi < b شرط که دارند وجود

شرط نیز X و ͬ شود م X آمدن جود به منجر yi کردن ͷی اینکه به توجه با همچنین دارد. وجود X به Y از یالͬ که است مشخص ،yi = 0 و
در را z ∈ 0n حالت هستند. طرفه دو گراف یال های دیͽر عبارت به یا دارد وجود هم Y به X از یالͬ است واضح ͬ کند، م ارضا را

∑n
i=1 aixi < b∑n

i=1 aixi < b شرط گراف اینکه به توجه با و رسید z حالت به ͬ توان م هستند ۱ مقدار دارای که هایی xi تغییر با X حالات همه از بͽیرید. نظر
طوقه دارای حتما گراف داد نشان ͬ توان م همچنین است. همبند گراف نتیجه در رسید. ͬ توان م Y حالات همه به نیز z از نتیجه در ͬ کند، م ارضا را
فرض به توجه با شود دقت ) ͬ باشد م صفر برابر که آیتمͬ هر کردن ͷی با بͽیریم، نظر در را w مانند پشتͬ کوله بهینه حالت اگر زیرا ͬ باشد م نیز
مورد زنجیره اینکه به توجه با حال ͬ گردد. برم خودش به مسئله تعریف طبق حتما باشد، نشده برداشته که دارد وجود آیتمͬ حتما (

∑n
i=1 ai > b

این از استفاده به نتیجه در است. یͺنواخت زنجیره این مانا توزیع ͬ باشد م الف حالت مانند انتقال تابع و است تناوب بدون و کاهش غیرقابل نیاز
برابر احتمال با را vaⅼiⅾ جواب هر ͬ توان م زیرا ͬ شود م حل ب قسمت مشͺل و کرد برداری نمونه مسیله این از یͺنواحت صورت به ͬ توان م زنجیره

کرد. برداری نمونه

نمره) ۱۵) بیزی آمار (نظری) :۴ سوال

نام به شرکت ͷی و بͽیرند سر از را زندگͬ ͬ گیرند م تصمیم جزیره این مردم دارد. وجود ”آرکادیا” نام به ای جزیره نشیب، و پرفراز دهه ͷی در
کند. بازیابی را یادگیری جدید، فناوری های از استفاده با که اندازی راه ”Reⅿinisⅽe”

خاطرەانگیز و خوب لحظات تا ͬ دهد م اجازه شما به سیستم، این ͬ دهد. م توسعه را Ⅿirror Ⅿeⅿory نام به فناوری ͷی Rⅿinisⅽe شرکت
کند. متصل فرد هر به را خاطرات درستͬ به بتواند تا است افراد شناسایی نیازمند سیستم این اما کنید. بازگو را ͬ تان زندگ

سیستم به را خود هویت ͬ خواهید م شما که زمانͬ ͬ کند. م کنترل را اتاق ورودی که است نرم افزاری و دوربین ͷی شامل Ⅿirror Ⅿeⅿory سیستم
ͬ شود. م مقایسه سیستم در شده ذخیره عکس های گالری با عکس این سپس ͬ شود،. م گرفته خودتان از عکسͬ ابتدا کنید، ثبت

ͬ شود: م گرفته نظر در ͷی و صفر بین امتیاز ͷی گالری در موجود عکس هر برای حال
ͬ شود: م محاسبه زیر توزیع از امتیاز باشند، فرد همان دهنده نشان گالری عکس و شده گرفته عکس اگر

۵



p (s|same) = αss exp(λss)

ͬ شود م محاسبه زیر توزیع از امتیاز باشند، متفاوت فردی دهنده نشان گالری  عکس این اگر اما

p (s|different) = αds exp(−λds)

چیست؟ αds و αss ضرایب از استفاده علت خیر؟ یا ͬ باشند م منطقͬ امتیازها توزیع برای شده گرفته نظر در توابع آیا دهید توضیح الف)
احتمال s۱،s۲،…sj،..sN صورت به مشخص امتیاز N داشتن فرض با حال باشد. موجود سیستم در مختلف فرد N از عکس N کنید فرض ب)
مشابه اشخاص همه prior احتمال و اند شده داده صعودی صورت به si کنید فرض ) است؟ چقدر باشد نظر مورد فرد تصویر ، j تصویر اینکه

ͬ باشد.) م
عکس این اینکه احتمال دارد. را امتیاز بیشترین که ͬ گرداند برم را عکسͬ صرفا سیستم نداریم. اختیار در مشخصͬ امتیاز هیچ کنید فرض حال ج)

دهید ارائه عمومͬ فرمول ͷی موضوع این برای است؟ چقدر شود داده تشخیص درست فرد
پاسخ:

احتمال با شما باشند، مشابه افراد که صورتͬ در است، مشخص که همانطور زیرا ͬ باشند. م منطقͬ امتیازها برای شده گرفته نظر در توابع بله، الف)
باید احتمال ها جمع اینکه به توجه با ͬ شود. م گرفته کمͬ خیلͬ امتیاز زیاد احتمال با باشند، متفاوت افراد که صورتͬ در و ͬ گیرید م بالایی امتیاز زیاد

است. شده استفاده αd و αs ضرایب از نیز امتیازها مقادیر نرمال سازی جهت باشد، ͷی برابر
ب)

P (samej , differenti ̸=j |s1, . . . , sN ) =
p(s1, . . . , sN |samej , differenti ̸=j)

p (s1, . . . , sN )

=
p(sj |same)

(∏
i ̸=j p (si|different)

(
1
N

))
p (s1, . . . , sN )

=
αsexp (λssj)

∏
i ̸=j αdexp (−λdsi)

(
1
N

)
p (s1, . . . , sN )

=
αsα

(N−1)
d exp (λssj) exp (−λd(sj −

∑
s si))

(
1
N

)
p (s1, . . . , sN )

=
αsα

(N−1)
d exp((λs + λd)sj)exp (−λd(

∑
s si))

(
1
N

)∑
j′ αsα

(N−1)
d exp((λs + λd)sj′)exp (−λd(

∑
s si))

(
1
N

)
=

exp((λs + λd)sj)∑
j′ exp((λs + λd)sj′)

ج)

p (correctrecognition) =

∫ 1

0

p (s′|same)P (s < s′|different)(N−1)
ds′

=

∫ 1

0

αsexp (λss
′)

(
exp(−λds

′)− 1

exp (−λd)− 1

)(N−1)

ds′

=

∫ 1

0

λsexp (λss
′)

exp (λs − 1)

(
exp(−λds

′)− 1

exp (−λd)− 1

)(N−1)

ds′

=
1

(exp (λs)− 1) (exp (−λd)− 1)
(N−1)

∫ 1

0

exp(λss
′)(exp (−λds

′)− 1)(N−1)ds′

نمره) ۲۰) تخمین تئوری (نظری) :۵ سوال

نمونه روی از θ کردن پیدا تخمین از هدف است. نامعلوم پارامتر ͷی θ که کند مͬ پیروی Pθ توزیع از X : X → R تصادفͬ متغیر کنید فرض
است، X از شده مشاهده های

X = X1, X2, ..., Xn ∼ Pθ(X) (۸)

مͬ بررسͬ و مقایسه دارند که مختلفͬ های ویژگͬ اساس بر تخمینگرها گوییم. مͬ تخمینگر ͷی W = W (X1, X2, ..., Xn) مانند تابعͬ هر به
است، تصادفͬ متغیر ͷی خود تخمینگر خروجͬ اینکه به توجه با باشد. مͬ θ پارامتر از مناسب تخمین ͷی ارائه تخمینگر، ͷی اصلͬ هدف شوند.

شود، مͬ استفاده MSE یا ۴ خطا مجذور میانگین معیار از حقیقͬ پارامتر با آن مقایسه برای

MSE(W (X), θ) = E[(W (X)− θ)2] = (E[W (X)]− θ)2 + E
[
(W (X)− E[W (X)])

2
]

(۹)

Mean Squared Error۴

۶



تخمینگرهای ار ͬͺی باشد. صفر آن بایاس اگر گویند مͬ نااریب تخمینگر ͷی به است. تخمینگر واریانس دوم بخش و بایاس مجذور اول بخش که
باشد، مͬ نمایی درست بیشینه تخمینگر معروف

W (X) = θ̂MLE = argmaxθP (X1, ..., Xn|θ) = argmaxθL(θ; X) (۱۰)

نااریب تخمینگر این آیا کنید. پیدا θ برای را نمایی درست بیشینه تحمینگر .Pθ(X) = N (X;µ, σ2) و θ = (µ, σ2) که کنید فرض (آ)
است؟

سپس است. τ(θ) برای نمایی درست بیشینͬ تخمین τ(θ̂) باشد، θ از نمایی درست بیشینه تخمین θ̂ اگر دهید نشان τ دلخواه تابع برای (ب)
آورید. بدست قبل قسمت های تعریف به توجه با σ و 1

µ2+1 برای را نمایی درست بیشینه تخمین

تابع و X ∼ p(X) تصادفͬ متغیر برای کنید فرض است. تصادفͬ متغیر ͷی از تابعͬ امیدریاضͬ آوردن بدست تخمین، کاربردهای از ͬͺی (ج)
هستیم، p توزیع تحت تابع این امیدریاضͬ تخمین درصدد f(x)

µ = EX∼P (X)[f(X)] (۱۱)

µ تخمین برای Importance-Weighted Sampling (IS) روش در داریم. q(X) متفاوت توزیع از x1, ..., xn های نمونه کنید فرض
شود، مͬ استفاده زیر تخمینگر از

µ̂IS =
1

n

n∑
i=1

f(xi)
p(xi)

q(xi)
=

1

n

n∑
i=1

wif(xi) (۱۲)

شود. مͬ محاسبه ها f(xi) دار وزن میانگین ساده، میانگین جای به واقع در

است. نااریب IS تخمینگر دهید نشان .۱

مقدار و شود کمینه µ̂IS واریانس که کنید انتخاب طوری f و p برحسب را q توزیع کنید. پیدا IS تخمینگر واریانس برای عبارتͬ .۲
شود. بزرگ ای اندازه هر تخمینگر این واریانس که کرد تعیین طوری توان مͬ را q و p دهید نشان همچنین بیابید. را کمینه

بودن مطلوب باعث بودن، نااریب صرف و شود مͬ MSE شدن بزرگ باعث نهایت در IS تخمینگر واریانس شدن بزرگ مشͺل .۳
شده ارائه Normalized Importance-Weighted Sampling (N-IS) تخمینگر مشͺل، این حل برای شود. نمͬ تخمینگر این

شود. مͬ نرمال ها وزن مجموع روی ها نمونه تعداد جای به تخمینگر این است.

µ̂N−IS =

∑n
i=1 wif(xi)∑n

i=1 wi
(۱۳)

اما نیست نااریب N-IS تخمینگر دهید نشان

lim
n→∞

µ̂N−IS = µ (۱۴)

است. نااریب نهایت بی در N-IS نتیجه در

دهید، نشان f(x) بودن کراندار فرض با .۴

V(µ̂N−IS) ≤
(M −m)2

4
(۱۵)

که

M = sup f(x) m = inf f(x) (۱۶)

دارد. q و p انتخاب از مستقل بالایی کران N-IS تخمینگر واریانس نتیجه در

بزنیم: تخمین را زیر انتگرال خواهیم مͬ کنید فرض است. انتگرال مقدار تخمین IS کاربردهای از ͬͺی .۵

H =

∫ ∞

2

e−
x2

2 dx (۱۷)

داریم: زیر صورت به استاندارد نرمال توزیع از هایی نمونه کنید فرض

S = {0.26,−0.27,−1.56, 0.41, 0.40,−0.02, 0.10,−1.69,−0.28,−2.53} (۱۸)

۷



بیابید. H برای تخمینͬ ⅿonte−ⅽarⅼo روش به ابتدا آ.

با را قبل بخش تخمین و تخمین این مقدار بیاید. H از دیͽری تخمین q = N (3, 1) توزیع گرفتن نظر در و IS روش به حال ب.
چیست؟ آن علت رسیم؟ مͬ H برای بهتری تخمین به آیا کنید. مقایسه H واقعͬ مقدار

نمره) ۱۵) Variational Inference (نظری) :۶ سوال

مشاهده متغیر X و مسئله پنهان متغیر Z کنیم فرض باشد. مͬ پنهان متغیرهای پسین توزیع تخمین آماری، استنباط در موجود های چالش از ͬͺی
مͬ بدست زیر صورت به بیز قاعده با Z پسین توزیع اند. شده داده مسئله در P (X|Z) نمایی درست توزیع و P (Z) ،Z پیشین توزیع باشد. شده

آید،

P (Z|X) =
P (X|Z)P (Z)∫

Z′ P (X|Z ′)P (Z ′)
(۱۹)

کار این برای شود. مͬ استفاده پسین توزیع تخمین برای �Variational Inference از نیست. پذیر امͺان مواقع اکثر در مخرج انتگرال محاسبه
شود مͬ تعریف زیر صورت به p, q دلخواه توزیع دو میان KL فاصله شود. زده تخمین q(Z) شده ساده توزیع ͷی با پسین توزیع شود مͬ سعͬ

DKL(p||q) =
∫

p(x) log
p(x)

q(x)
dx (۲۰)

کردن بیشینه با که کرد کمینه را DKL(q(Z)||P (Z|X)) توان مͬ پسین، توزیع زدن تخمین برای است توزیع دو تفاوت برای معیاری KL فاصله
شود، تجریه مولفه تعدادی به q توزیع کنید فرض حال است. معادل L(q)

q(Z) = q(Z1, Z2, ..., Zn) = q1(Z1)q2(Z2)...qn(Zn) (۲۱)

گیرد. مͬ است، صفر که را خود کمینه مقدار p = q در KL فاصله دهید نشان (آ)

دهید نشان (ب)

DKL(q(Z)||P (Z|X)) = logP (X)− L(q) = logP (X)− (Eq[logP (X,Z)]− Eq[log q(Z)]) (۲۲)

کند، مͬ صدق زیر معادلات در argmaxqL(q) دهید نشان (ج)

∀1 ≤ i ≤ n : log qi(Zi) = Eqj ,j ̸=i [logP (X,Z)] + const. (۲۳)

مجموع با تصادفͬ های متغیر
∑K

i=1 πi = 1 و است تصادفͬ دودویی K−of−1 بردار ͷی zn ∈ RK ، 1 ≤ n ≤ N برای کنید فرض (د)
داریم: همچنین هستند. پنهان Z, π, µ,Λ متغیرهای و شده مشاهده X متغیر هستند. ͷی

P (X|Z, µ,Λ) =

N∏
n=1

K∏
k=1

N (xn|µk,Λ
−1
k )znk

P (Z|π) =
N∏

n=1

K∏
k=1

πznk

k

P (π) ∝
K∑

k=1

πα0−1
k

P (µ,Λ) =

K∏
k=1

N
(
µk | m0, (β0Λk)

−1
)
W (Λk | W0, ν0)

برای EM الͽوریتم آورید. بدست زیر فرض با نهان متغیرهای پسین توزیع برای را Variational تخمین است. ۵ ویشارت توزیع W که
کنید. توصیف را تخمین این انجام

q(Z,π,µ,Λ) = q(Z)q(π,µ,Λ) (۲۴)

Wishart۵

۸


